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Introduccion

Tras estudiar el tema opcional de astrofisica el afio pasado, surgié en mi una curiosidad por este
campo, que hasta entonces no conocia. Pocas semanas mas tarde, se me ofrecié la posibilidad de
participar en una estancia intensiva de astronomia, lo que me llevé a conocer las auroras boreales
en una posterior expedicidon a Groenlandia. Ver semejante espectdculo de la naturaleza me sugirié
investigar acerca de su formacion. Asi pues, aprendiendo sobre sus propiedades, pensé en tratar de
calcular la altura a la que se originaban. Aproveché la estancia para realizar el experimento, ya que
solamente podia hacerlo en esas condiciones. Queriendo llevar la investigacién a mi campo de
estudio, pues no tenia conocimiento alguno de trigonometria esférica, formulé la siguiente

pregunta: ¢Se puede calcular, mediante trigonometria plana, la altura de una aurora boreal?

Marco Teorico

Las auroras boreales son fendmenos electromagnéticos originados en las capas intermedias de la
atmésfera terrestre, en la termosfera. Concretamente, este fendmeno tiene lugar en la
magnetosfera, seccidn en la cual los electrones provenientes del Sol, en el llamado “viento solar”,

entran en contacto con el campo magnético terrestre.

En producirse esto, los citados electrones, en contacto con la ionosfera (subseccion de la
magnetosfera), anionizan las moléculas que se encuentran en la termosfera (esencialmente de
oxigeno y nitrégeno) transmitiéndoles energia y haciendo que adopten un estado de excitacion
superior a la habitual. Cuando, ya cargadas positivamente, consiguen captar de nuevo un electrén,
se liberan ondas luminosas de longitudes de onda que varian en funcion del salto de nivel energético

del electrén en cuestion.

Como no dispongo de los medios necesarios para analizar qué molécula origina la luz captada en el
instante de observar la fotografia y ain menos se sabe que salto energético se da, no se puede

determinar la altura de la aurora por su quimica, por lo que se utilizard el método de la paralaje.

Este procedimiento se fundamenta en la observacién de un cuerpo desde dos posiciones distintas,
para la posterior comparacién del angulo con el que se ve. Asi pues, mediante calculos

trigonomeétricos de triangulacidn, se puede hallar la altura del punto observado.



Desde la Tierra, se proyectan los cuerpos del espacio en lo que se llama la “Cupula Celeste” para
ubicarlos mediante el sistema de coordenadas celestes. Lo que sucede es que cuando un objeto es
mucho mas cercano que los demds, desde distintas posiciones, lo veremos proyectado en distintas
coordenadas celestes. Mediante el angulo de diferencia generado entre las dos visiones se puede
determinar la distancia al objeto o, como sucede en este proyecto, la altura del mismo. Pero
encontrar el angulo establecido entre el observador, el horizonte y la aurora, requeriria de reglas de
trigonometria esférica. Por este motivo, se tratara de completar el proceso utilizando, Unicamente
las propiedades trigonométricas basicas y la regla del coseno. Esta, en un tridngulo ABC cualquiera,

siendo a, B,y, los angulos, y a, b, ¢, los lados respectivamente opuestos a éstos, se define como:
a? = b? + ¢% — 2bccos(a)
Asimismo, para la propagacién de error, se utilizan conocimientos de derivacién parcial.

Disefio del experimento

Para poder realizar correctamente los cdlculos de la paralaje, era necesario tomar datos en un
mismo instante de tiempo, acerca de un mismo punto celeste, desde dos ubicaciones distintas. Por
ello, se tomaron fotografias de manera sincronizada, enfocando a un mismo lugar, desde dos sitios
separados por 1km de distancia, para facilitar la paralaje. Asimismo, se anotaron con precision la

fecha y hora exacta de captura de la imagen y la localizacién de los emplazamientos ocupados.

Variables

Hay un gran nimero de variables en este proyecto de investigacion. Se parte de dos imagenes de
una aurora boreal obtenidas desde distintos puntos de vista en un mismo instante de tiempo. Asi
pues, se deben considerar las siguientes variables controladas: la localizacion exacta del lugar en
el que se tomé cada imagen, la hora a la que esto se produjo y las propiedades de la toma
fotografica como el tiempo de exposicion de la obturacién aplicado para capturar la aurora o la
sensibilidad ISO de la camara con la que se sacd la imagen.

Como variables independientes encontramos, principalmente, la altura de la aurora. Esta es
determinada, Unicamente, por su origen magnético. Se calculard mediante el uso del angulo que
forma la situacion de cada observador y el punto luminoso de la aurora que es analizado. Pero
este no varia en funcién de ningln parametro determinado en el experimento, por lo que este
angulo se puede considerar una primera variable independiente a calcular.

Cabe destacar que no hay variables dependientes ya que, en el experimento realizado, el sujeto
adopta un papel de observador, no modificando las circunstancias en las que se produce.



Método y Procedimiento experimental

Material utilizado

e Camara DSLR Canon EOS 500D
e Tripode con estabilizador de 1.65 m
e Disparador automatico para la cdmara réflex
e Software de procesamiento de imagen:
- Adobe Photoshop CC?
- Astrometrica’

- Astrometry.net?

Procedimiento Experimental

1. Para realizar el experimento, se necesitan dos equipos separados por 1km. En ambos
lugares, se debe montar la cdmara encima del tripode y colocar el disparador automatico
para tomar fotografias a la vez. Es necesario que se dirija el objetivo hacia el mismo campo
celeste para poder realizar el ejercicio correctamente.

2. Ante la aparicidn de las primeras auroras, se debe acordar, entre los dos observadores,
apunar hacia un mismo sitio, por tal de enmarcar ambos la misma aurora. Asimismo, se
debe poner en comun el tiempo de exposicion del disparo.

o Nota: Esimportante que ambas secuencias de disparos estén sincronizadas y se puedan
extraer imagenes tomadas al mismo tiempo para poder realizar el ejercicio de paralaje

y calcular la altura deseada.

Variaciones y repeticiones

Como el célculo de altura por medio de la paralaje se iba a realizar a posteriori de la captura de las
imagenes, se decidieron hacer varias repeticiones. Resulta dificil coordinar dos cdmaras en cuanto
a lugar de enfoque e instante de disparo, asi que se tomaron fotografias durante distintas noches,

multiples veces cada noche, para poder disponer, a la hora de procesar los datos, de datos fiables.

! Software de procesamiento y edicidn de imagen. URL:
http://www.adobe.com/es/products/photoshop.html

2 Programa de astrometria y edicién de imagen. URL: http://www.astrometrica.at/
3 Servicio online de astrometria. URL: http://nova.astrometry.net/
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Adquisicion de Datos

La adquisicidn de datos es puramente la captura de imagenes en si. No se obtienen datos numéricos
durante el experimento. Pese a esto, es relevante anotar el lugar de cada observador ya que

posteriormente es un factor determinante.

Para este proyecto de investigacion, se disponian de distintas imagenes tomadas este verano por
un compafiero de expedicién y por mi mismo, durante la expedicidon Shelios 2015b a Islandia y
Groenlandia. A continuacidn, se muestran las dos imagenes tomadas en un mismo instante, en una

localidad de Groenlandia, desde dos puntos distintos, separados por 1km de distancia:

Figura 1. Fotografia tomada desde las coordenadas 60.992676N, 46.680422W.

Figura 2. Fotografia tomada desde las coordenadas 60.986776N, 46.666916W.

Datos Cualitativos

Se puede comprobar que, pese a que la imagen inferior comprende un ambito menor que la otra,
la figura que se ve es la misma, puesto que estan enfocando al mismo lugar y han sido tomadas a la

vez. Esto es una primera comprobacién de que los datos parecen fiables.



Proceso de Datos

Lo primero que hace falta hacer es situar estas imagenes en la clpula celeste. Hace falta saber cuales
son las coordenadas celestes del centro de cada imagen. Para ello se ha utilizado un servicio online
(Astrometry.net), que lo ha determinado. Lo que se hace es buscar patrones de constelaciones y
una vez se halla la relacion entre ellas dentro de la imagen, se aproxima cual es la situacion de la

escena capturada en el cielo observable.

El punto de dificultad a la hora de determinar la situacidn de un punto es que la aurora boreal se
muestra como una masa luminosa de gran extension. Viendo esto, se ha pensado que lo mas
adecuado era localizar la zona mas brillante por medio del control con el histograma de cada
fotografia y asi identificar un mismo punto en ambas imagenes. Para ello, se utiliza el procesador de

imagenes Astrometrica:

1. Lo primero es pasar la imagen de color a monocromo (blanco y negro).

2. Posteriormente, se debe reducir el espectro del histograma de la imagen.

3. Se continuda con ello hasta que, finalmente, se consigue que quede sdélo un pixel iluminado.
De ésta manera, localizamos una misma zona en las dos imagenes y, disponiendo de las
coordenadas del centro de las imagenes y de herramientas de astrometria (reconocimiento

de astros), se pueden determinar las coordenadas del punto mas brillante en ambos casos.

En la Tabla 1 se adjuntan los datos referentes a ambos puntos:

Ascensién Recta Declinacion
Primera imagen 168.556208 39.668333
Segunda Imagen 168.612934 39.578152

Tabla 1. Astrometria de las dos imagenes

Una vez se tienen la ascension recta y la declinacién del mismo punto en las dos imagenes distintas,
hay que proceder a calcular la que inicialmente se habia determinado como primera variable
independiente, que es el angulo formado entre la superficie en la que se encuentra cada observador
y el punto observado, pues, con ellos, se puede averiguar la altura de la aurora boreal por medio del
paralaje. Para ello, a continuacidn, se introducen diversos esquemas hechos por mi mismo, para

trabajar en la trigonometria esférica de manera mas visual.



En la Figura 3 se introduce un diagrama realizado personalmente de la estructura terrestre y sus

divisiones: Cenit

Horizonta

Figura 3. Diagrama de la Tierra

Seguidamente, en la Figura 4, se sitlan todos los datos que se conocen en el diagrama introducido:

Figura 4. Diagrama de los datos referentes a la posicidn de la Aurora y el observador



Tras situar estos datos en el diagrama, vemos que conocemos suficientes datos proceder a buscar
el método del calculo de la altura de la aurora boreal, pues sélo queda realizar el paso del paralaje.
Para ello, se puede ver que buscando los angulos complementarios de la latitud y la declinacién,
obtenemos un tridngulo esférico del cual conocemos propiedades suficientes para determinar todas
sus magnitudes. El dngulo definido como AH representa el Angulo Horario, definido como la
diferencia entre el tiempo local sidéreo* y la latitud. A continuacidn, en la Figura 5, se muestra la

triangulaciéon descrita:

Cénit

Figura 5. Diagrama terrestre completado

A partir de este momento sdlo se trabajara con la seccion esférica delimitada por el centro de ésta,
el cénit (punto mds alto de la cupula celeste), el Polo Norte y la posiciéon de la Aurora. Por este

motivo, se pueden realizar los cambios de variable siguientes:

Centro de la Tierra = 0 90-h=a

Cénit =C 90—-1=b

Polo Norte = P 0—-6=c
Aurora = A AH=d

4 Angulo de posicién absoluta de los cuerpos celestes, explicado posteriormente.



Asi pues, si abatimos la seccidn descrita, obtenemos el tridngulo representado en la Figura 6.

v

Figura 6. Abatimiento del tridangulo esférico con el que se trabajara

Llegados a este punto, se puede, mediante la trigonometria plana, podemos saber las siguientes

igualdades, a partir de la Figura 6:

B oP _ opr _ sin(b)

cos(b) = ov cos(c) = oW PV = cos(b) *
_ PV P

sin(b) = o sin(c) = oW

A partir de aqui, se puede aplicar la regla del coseno para el tridngulo OVW y para el PVW, de manera

gue se obtengan dos expresiones igualmente vélidas para VW:

VW2 =0V?+0W?2—2x0V % OW * cos(a)
VW2 = PV%+ PW? -2« PV % PW * cos(d)

OV? + OW? =2 % OV * OW * cos(a) = PVZ + PW? — 2 x PV x PW * cos(d)
De esta manera, podemos sustituirlo todo por las expresiones iniciales y operar para simplificar:

2 2

(co(:b)) * (cooslgc)) —2 (coosl(ab)) (coosfc)) cos(a) = (OP . ;Z((I;))) * (OP ’ z;I;((f?))) 2 (Oizssézgilzl(tgo> cos(®)

Tras realizar algunas operaciones con la expresidn anterior®, se obtiene:

cos(a) = cos(b) cos(c) + sin(b) sin(c) cos(d)

5> En el Anexo, se desarrollan los pasos intermedios llevados a cabo para alcanzar la expresidn final.



Como se sabe que cos(90 — x) = sin(x) e inicialmente se ha definido:

90—-h=a 90—-6=c
90—-1=bh AH =d
Podemos simplificar la expresidén obtenida, segln la identidad:
cos(90 — a) = sin(a)
sin(ﬁ) = sin(2) sin(8) + cos(1) cos(8)cos(AH)
Asi pues, después de utilizar expresiones e identidades trigonométricas basicas, se ha alcanzado una

expresion que relaciona la altura que se desea calcular con los datos que conocemos:

Figura 7. Representacion del paralaje de la aurora boreal®

Llegado este punto, hara falta aplicar un ultimo paso, para 8,y g,:

h
sin(B;) = =
b= h

7 sin(B)

Utilizando el teorema del coseno para el triangulo 0, 0, M, se obtiene:
d? = h,* + hy® — 2h, h, cos(a)

Sustituyendo y aislando la h:

2

2
d* = (sin}(lﬁl)) * (sin}(lﬁz)) -2 (sin}(lﬁl)) (sin}(l[iz)) cos(a)

d

h=

1 n 1 __ 2cos(a)
sin?(B,) * sin?(B,)  sin(By) sin(B,)

5 Imagen obtenida de: http://astroaula.net/wp-content/uploads/2014/06/fig2.png
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De esta manera, se puede conocer la altura a la cual se ha formado el punto analizado de la aurora
boreal observada. Solamente hay un concepto que ha intervenido en la explicacion sin ser
desarrollado de manera extensa: el Angulo Horario. Se trata del dngulo que le queda por recorrer a
un astro concreto hasta que pase por el meridiano principal (de Greenwich). En este caso, como
concepto no tiene sentido, pues la aurora no es un cuerpo celeste que orbite siguiendo una

trayectoria pero, como se ha visto, cobra utilidad para definir factores determinantes.
AH =TLS — 1

El dangulo horario, pues, es la diferencia entre el Tiempo Local Sidéreo (LST) y la latitud del
observador (4). Y el Tiempo Local Sidéreo es un angulo mediante el cual se puede determinar la
posicidn de cualquier cuerpo celeste, basdandose en el tiempo que hace que ha pasado por el punto
vernal (el origen de las coordenadas celestes), sin tener en cuenta la duracién del dia terrestre ni

otras medidas aproximadas. Asi pues, se define de esta manera:

TLS = 100.46 + 0.985647 = d + longitud(p) + 15* UT

donde d es la fecha en el calendario Juliano, long es la longitud del observador y UT es el tiempo
local internacional. Asi pues, se obtienen los datos necesarios de cada uno de los dos casos,

introducidos en la Tabla 2:

Latitud Longitud Declinacién(§) TLS AH d uT
Primera
| 60.992676 -46.680422 39.668333 77.896°2 16.903¢°
magen
& -5720,49 @ 353.5¢2
Segunda
60.986776 -46.666916 39.578152 77.909° 16.923¢°
Imagen

Tabla 2. Datos obtenidos de las dos imagenes

Teniendo todos los datos explicados anteriormente, se puede proceder a calcular el angulo deseado,

mediante la férmula:

sin(B) = sin(6) * sin(A) + cos(8) * cos(A) * cos(AH)
Sustituyendo, para cada uno de los casos:

By = 66.264

B, = 66,1802

Para calcular la separacion angular (el dngulo de diferencia entre las coordenadas celestes de un

punto y otro) («), se puede utilizar el tridngulo esférico generado:

cos(Q@) = sin(6,) sin(6,) + cos(8;) cos(8,) cos(AH, — AH,)
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De forma que:

cos(@) = sin(39.668) sin(39.578) + c0s(39.668) cos(39.578) cos(16.923 — 16.903)

a = 0.0917¢

Por lo tanto, sélo queda sustituir, en la férmula determinada anteriormente, los valores necesarios

correspondientes y hallar |a altura de la aurora boreal en cuestién:

0.983
h = = 521.2km

1 N 1 B 2¢0s(0.0917)
sin2(66.264) * sin?(66,180) _ sin(66.264) sin(66.180)

El principal inconveniente de este proyecto ha sido la ausencia de error de incertidumbre en los
datos obtenidos para ser procesados. Por lo tanto, no se ha podido hacer propagacién de error
alguna. Aun asi, se ha realizado la propagacién, por medio de derivadas parciales, dejando el

resultado en funcidn del pardmetro de incertidumbre inicial” de cada dato, incluida en el anexo.

Conclusiones y Evaluacion

Tras haber completado el experimento, se debe proceder al analisis de los resultados obtenidos, asi
como de las dificultades halladas a lo largo del experimento. Para empezar, es necesario tener en
cuenta el procedimiento seguido para tomar las fotografias de las cuales se han obtenido datos.
Inicialmente, fue dificil coordinar ambos disparadores para que tomaran fotografias con un mismo
intervalo de tiempo y que ambas camaras enfocaran al mismo campo. La comunicacidn se establecia

mediante Walkie-talkies, sensible a interferencias, por la ausencia de antenas de telefonia movil.

Una vez establecida dicha conexion, fue el momento de determinar el sitio hacia el cual se debian
disparar las imagenes. Para ello, era necesario un conocimiento de las constelaciones celestes,
debido a la ausencia de un motor de enfoque programado. A ésto se le sumo la variabilidad de

presencia de auroras boreales en uno y otro campo del cielo nocturno.

Finalizada la toma de fotografias, se pasé al procesamiento de las mismas para facilitar la posterior
obtencidn de resultados. La principal dificultad que se ha encarado en este proyecto ha sido la de

determinar qué punto debia ser analizado.

7 En la segunda seccién del Anexo, se desarrolla la propagacién de error realizada, hasta llegar a la expresién
final.

1"



Tal y como se ha dicho anteriormente, se escogid tratar el punto mas brillante de la aurora, por tal
de hacer lo mas fiable posible la identificacion de su posicidon. Con paciencia y repeticiones (para
confirmar dicha posicién) se puede hallar el tltimo pixel en el cual desaparece la luz en disminuir el

espectro del histograma.

Pero, en el momento de determinar las coordenadas de este punto, se da una incertidumbre,
calificada como error humano (pues no existe medida alguna del margen de error). Este error seria
sumado al error sistematico surgido en la determinacidn de las coordenadas del centro de laimagen

tomada y la ubicacidn desde la que se tomé la imagen, si fuese dado.

En cuanto al proceso de obtencidn de resultados, cabe destacar que la principal dificultad ha sido la
necesidad de determinar qué proceso realizar tras acabar el anterior. La ausencia de claridad en
cuanto a los datos necesarios y los conocidos ha supuesto un reto en la realizacién del

procesamiento de datos del experimento.

Finalizado éste, se ha obtenido un resultado que debe ser analizado. Se ha determinado que la altura
de la aurora era de 520.2 km. Para poder juzgar la validez de esta cifra, es necesario conocer la
naturaleza de las auroras boreales, explicada en el Marco Teérico. Los estudios acerca de la zona en
la que se originan han mosttrado que el llamado “viento solar” (particulas, electrones, provenientes
del Sol) entra en contacto con la magnetosfera en una franja alrededor de entre 400km y 600km.
Las auroras de color verde, por el hecho de ser formadas a partir de la ionizacién de las moléculas

de oxigeno, se generan a estas alturas, alrededor de 400-500km, las mas altas a 600 km.

Por todo lo descrito anteriormente, cabe pensar que el resultado obtenido es, en esencia, valido.
Ante la imposibilidad de determinar el valor real de una manera alternativa, no se puede establecer
una comparacién entre el valor tedrico y el real. Como se ha explicado, solamente hay dos fuentes
de error seguras: la determinacidn informatica de las coordenadas del centro de laimagen y el error
humano surgido en dos instantes del proceso de datos: en primer lugar, la deteccion manual del
punto mas brillante y, en segundo lugar, la ubicacién del lugar en el que se produjo la toma de las
imagenes, asimismo mediante el ordenador. Para acabar, cabe decir que se ha respondido
afirmativamente a la pregunta de investigacién. Se ha conseguido disefiar un método de cdlculo de
la altura de la aurora, mediante herramientas trigonométricas bdasicas, por lo que se puede concluir

que el proyecto ha sido finalizado con éxito.
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Anexos

Pasos intermedios trigonométricos

En esta seccidn se desarrollan los pasos intermedios de las operaciones trigonométricas realizadas
para definir el calculo de paralaje deseado. Partiendo de:

2

(co(:b)) * (cooslgc)) -2 (coosl(gb)) (coosfc)) cos(a) = (OP . j;r;((l;))) * (OP ’ z;I;((?)) 2 (Oizzzgiizl(:gc» cos(®)

Si extraemos factor comun y simplificamos la expresion, obtenemos lo siguiente:

Qﬁ[( 1 ) + ( 1 ) _ 2( cos(a) )] =Qﬁ(sinz(b) + SinZ(c) — 2sin(b) sin(c) cos(d))

cos?(b) cos?(c) cos(b)cos(c)

cos?(c) + cos?(b) — 2cos(a)cos(b)cos(c)  sin®(b)cos?(c) + sin?(c)cos?(b) — 2 sin(b) sin(c)cos(d)cos(b)cos(c)
cos2{b)eosle) = cos2{b)eos2(e)

13


http://www.webexhibits.org/causesofcolor/4D.html
http://www.stargazing.net/kepler/altaz.html
https://es.wikipedia.org/wiki/F%C3%B3rmula_de_Rydberg
http://astroaula.net/recursos-didacticos/actividades/auroras-boreales/
https://es.wikipedia.org/wiki/Latitud

Es conveniente aislar favorablemente para sacar factor comun de nuevo y hallar una expresién final

determinante, segun la identidad trigonométrica pitagdrica

sin?(x) + cos?(x) = 1
cosz(c)(l — sin? (b)) + cosz(b)(l — sin? (c)) = 2 cos(a) cos(b) cos(c) — 2 sin(b) sin(c)cos(d)cos(b)cos(c)
cos?(c)cos?(b) + cos?(b)cos?(c) = 2 cos(a) eestb)eoste) — 2 sin(b) sin(c)cos(d)eestheoste)

2 cos(b) cos(c) = 2 cos(a) — 2 sin(b) sin(c) cos(d)

Propagacion de un hipotético error

En esta seccidn se desarrolla la propagacidn de error que se ha realizado. Para el calculo de la altura,

se ha partido de los siguientes datos:

- Latitud (4)

- Longitud (¢)

- Declinacion de la aurora (6)

- Hora universal de captura de la imagen (UT)

Cada uno de estos datos, determinado mediante software informatico, deberia haber tenido un

error de incertidumbre. Pero pese a no haber sido asi, se ha realizado la propagacién de error,

expresandola en funcién de los parametros de incertidumbre iniciales. Los célculos que se han hecho

han sido:

1.

- Cada Tiempo Local Sidéreo (TLS)

- Cada Angulo Horario (AH)

- Cada Angulo entre la superficie del observador y la aurora (;)
- Calculo de la separacidn angular (a)

- Altura de la aurora (h)

Tiempo Local Sidéreo (TLS):

TLS; = 100.46 + 0.985647 * d + ¢; + 15+ UT

J0TLS;
ouT

|6TLS 6TLS

SUT
do; |

|5<Pi

STLS; = 0.9856475d + 8¢; + 156UT
Angulo Horario (AH):
AHi = TLSl - /11'

|5 LS, + |5,1

|8TLS | 0A;
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6AH; = 8TLS; + 61; = 0.9856476d + 6¢; + 158UT + 64;
2. Angulo entre la superficie de cada observador y la aurora (B;):
B; = arcsin[sin(4;) sin(6;) + cos(4;) cos(;)cos(AH;)]

56, = aﬁl|5,1 i

|5(5)+ |6AH

0AH;

% B sin(d;) cos(4;) — sin(4;) cos(d;) cos(AH;)
oA V1 — [sin(4;) sin(8;) + cos(2;) cos(8;)cos(AH;)]2

% B sin(4;) cos(6;) — sin(8;) cos(4;) cos(AH;)
08; \/1 — [sin(4;) sin(8;) + cos(A;) cos(6;)cos(AH;)]?

B cos(4;) cos(6;)sin(AH;)
0AH; V1 — [sin(2) sin(8;) + cos(A;) cos(8;)cos(AH,)]?

3. Cdlculo de la separacién angular («):

a = arccos[sin(8;) sin(8,) + cos(8;) cos(d,) cos(AH, — AH,)]

Jda Jda
= |- AH AH
oa |a<sl 0(61) + 55,0002 + |aAH1 OAH: + |5, | A
oa cos(AH, — AH,) sin(8;)cos(d,) — sin(d,)cos(6;)

a5, B J1 — [sin(8y) sin(8,) + cos(AH, — AHy) cos(8;)cos(8;)]?

da cos(AH, — AH,) sin(8,)cos(8;) — sin(8;)cos(d,)

6_82 B \/1 — [sin(8,) sin(8,) + cos(AH, — AH,) cos(8;)cos(5,)]?

da  Oa sin(AH, — AH;) cos(6;)cos(5;)

0AH, 0AH, \/1 — [sin(8;) sin(6,) + cos(AH, — AH;) cos(8;)cos(5,)]?

4. Altura de la Aurora (h):

d
h=
1 + 1 _ 2cos(a)
sin?(B1) ~ sin*(Bz)  sin(By) sin(Bz)
6h = 5[31 6p + aﬁz 6B, + | |5a+| |5d
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dh [sin(B,) — sin(B;)cos(a)]cos(B1)

a_'31:d . 3 . 1 1 2cos(a) °a
sind (556 () * sy ~ ST st
ﬂ: d [sin(B;) — sin(B;)cos(a)]cos(f;)
0Pz , . 1 1 2cos(a) 2
sin (52)5in 80 (S ) * sEa) ~ R sint)
% —d sin(a)
O . . 1 1 2cos(a) °a
sin(6sin52) Sy * sErn) ~ R sint)
o 1
9d 1 + 1 __ 2cos(a)
sin?(By) =~ sin?(B,) sin(B) sin(B;)
sh= 258, + 2% 55, + 19 e + [°" 54
6[31 Ptigg|ofat a| at £|
Donde:
_|9B1 0B1 a1
o6, = 5| 21 + 551|560 + |77 |
0B 9B, 0P,
8. = [5| 812 + [552] 66 + |5 o4,
dat
Sa = |a(5 |5(51)+ 55 5(62)+|6AH |6AH1 5iT| SAH:
Donde:

SAH, = 8TLS, + 61, = 0.9856478d + 8¢, + 158UT + 61,

Mediante este conjunto de expresiones, se ha conseguido expresar el error de incertidumbre del
calculo de la altura de la aurora, inicamente en funcidn del error de los parametros iniciales.
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