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Introducción 

Tras estudiar el tema opcional de astrofísica el año pasado, surgió en mí una curiosidad por este 

campo, que hasta entonces no conocía. Pocas semanas más tarde, se me ofreció la posibilidad de 

participar en una estancia intensiva de astronomía, lo que me llevó a conocer las auroras boreales 

en una posterior expedición a Groenlandia. Ver semejante espectáculo de la naturaleza me sugirió 

investigar acerca de su formación. Así pues, aprendiendo sobre sus propiedades, pensé en tratar de 

calcular la altura a la que se originaban. Aproveché la estancia para realizar el experimento, ya que 

solamente podía hacerlo en esas condiciones. Queriendo llevar la investigación a mi campo de 

estudio, pues no tenía conocimiento alguno de trigonometría esférica, formulé la siguiente 

pregunta: ¿Se puede calcular, mediante trigonometría plana, la altura de una aurora boreal? 

Marco Teórico 

Las auroras boreales son fenómenos electromagnéticos originados en las capas intermedias de la 

atmósfera terrestre, en la termosfera. Concretamente, este fenómeno tiene lugar en la 

magnetosfera, sección en la cual los electrones provenientes del Sol, en el llamado “viento solar”, 

entran en contacto con el campo magnético terrestre.  

En producirse esto, los citados electrones, en contacto con la ionosfera (subsección de la 

magnetosfera), anionizan las moléculas que se encuentran en la termosfera (esencialmente de 

oxígeno y nitrógeno) transmitiéndoles energía y haciendo que adopten un estado de excitación 

superior a la habitual. Cuando, ya cargadas positivamente, consiguen captar de nuevo un electrón, 

se liberan ondas luminosas de longitudes de onda que varían en función del salto de nivel energético 

del electrón en cuestión. 

Como no dispongo de los medios necesarios para analizar qué molécula origina la luz captada en el 

instante de observar la fotografía y aún menos se sabe que salto energético se da, no se puede 

determinar la altura de la aurora por su química, por lo que se utilizará el método de la paralaje. 

Este procedimiento se fundamenta en la observación de un cuerpo desde dos posiciones distintas, 

para la posterior comparación del ángulo con el que se ve. Así pues, mediante cálculos 

trigonométricos de triangulación, se puede hallar la altura del punto observado.  
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Desde la Tierra, se proyectan los cuerpos del espacio en lo que se llama la “Cúpula Celeste” para 

ubicarlos mediante el sistema de coordenadas celestes. Lo que sucede es que cuando un objeto es 

mucho más cercano que los demás, desde distintas posiciones, lo veremos proyectado en distintas 

coordenadas celestes. Mediante el ángulo de diferencia generado entre las dos visiones se puede 

determinar la distancia al objeto o, como sucede en este proyecto, la altura del mismo. Pero 

encontrar el ángulo establecido entre el observador, el horizonte y la aurora, requeriría de reglas de 

trigonometría esférica. Por este motivo, se tratará de completar el proceso utilizando, únicamente 

las propiedades trigonométricas básicas y la regla del coseno. Ésta, en un triángulo ABC cualquiera, 

siendo 𝛼, 𝛽, 𝛾, los ángulos, y a, b, c, los lados respectivamente opuestos a éstos, se define como: 

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑏𝑐𝑐𝑜𝑠(𝛼) 

Asimismo, para la propagación de error, se utilizan conocimientos de derivación parcial. 

Diseño del experimento 

Para poder realizar correctamente los cálculos de la paralaje, era necesario tomar datos en un 

mismo instante de tiempo, acerca de un mismo punto celeste, desde dos ubicaciones distintas. Por 

ello, se tomaron fotografías de manera sincronizada, enfocando a un mismo lugar, desde dos sitios 

separados por 1km de distancia, para facilitar la paralaje. Asimismo, se anotaron con precisión la 

fecha y hora exacta de captura de la imagen y la localización de los emplazamientos ocupados. 

Variables 

Hay un gran número de variables en este proyecto de investigación. Se parte de dos imágenes de 

una aurora boreal obtenidas desde distintos puntos de vista en un mismo instante de tiempo. Así 

pues, se deben considerar las siguientes variables controladas: la localización exacta del lugar en 

el que se tomó cada imagen, la hora a la que esto se produjo y las propiedades de la toma 

fotográfica como el tiempo de exposición de la obturación aplicado para capturar la aurora o la 

sensibilidad ISO de la cámara con la que se sacó la imagen. 

Como variables independientes encontramos, principalmente, la altura de la aurora. Esta es 

determinada, únicamente, por su origen magnético. Se calculará mediante el uso del ángulo que 

forma la situación de cada observador y el punto luminoso de la aurora que es analizado. Pero 

este no varía en función de ningún parámetro determinado en el experimento, por lo que este 

ángulo se puede considerar una primera variable independiente a calcular. 

Cabe destacar que no hay variables dependientes ya que, en el experimento realizado, el sujeto 

adopta un papel de observador, no modificando las circunstancias en las que se produce. 
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Método y Procedimiento experimental 

Material utilizado 

 Cámara DSLR Canon EOS 500D

 Trípode con estabilizador de 1.65 m

 Disparador automático para la cámara réflex

 Software de procesamiento de imagen:

- Adobe Photoshop CC1

- Astrometrica2

- Astrometry.net3

Procedimiento Experimental 

1. Para realizar el experimento, se necesitan dos equipos separados por 1km. En ambos

lugares, se debe montar la cámara encima del trípode y colocar el disparador automático

para tomar fotografías a la vez. Es necesario que se dirija el objetivo hacia el mismo campo

celeste para poder realizar el ejercicio correctamente.

2. Ante la aparición de las primeras auroras, se debe acordar, entre los dos observadores,

apunar hacia un mismo sitio, por tal de enmarcar ambos la misma aurora. Asimismo, se

debe poner en común el tiempo de exposición del disparo.

o Nota: Es importante que ambas secuencias de disparos estén sincronizadas y se puedan

extraer imágenes tomadas al mismo tiempo para poder realizar el ejercicio de paralaje

y calcular la altura deseada.

Variaciones y repeticiones 

Como el cálculo de altura por medio de la paralaje se iba a realizar a posteriori de la captura de las 

imágenes, se decidieron hacer varias repeticiones. Resulta difícil coordinar dos cámaras en cuanto 

a lugar de enfoque e instante de disparo, así que se tomaron fotografías durante distintas noches, 

múltiples veces cada noche, para poder disponer, a la hora de procesar los datos, de datos fiables. 

1 Software de procesamiento y edición de imagen. URL: 
http://www.adobe.com/es/products/photoshop.html  
2 Programa de astrometría y edición de imagen. URL: http://www.astrometrica.at/ 
3 Servicio online de astrometría. URL: http://nova.astrometry.net/  
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Adquisición de Datos

La adquisición de datos es puramente la captura de imágenes en sí. No se obtienen datos numéricos 

durante el experimento. Pese a esto, es relevante anotar el lugar de cada observador ya que 

posteriormente es un factor determinante. 

Para este proyecto de investigación, se disponían de distintas imágenes tomadas este verano por 

un compañero de expedición y por mí mismo, durante la expedición Shelios 2015b a Islandia y 

Groenlandia. A continuación, se muestran las dos imágenes tomadas en un mismo instante, en una 

localidad de Groenlandia, desde dos puntos distintos, separados por 1km de distancia: 

Figura 1. Fotografía tomada desde las coordenadas 60.992676N, 46.680422W. 

Figura 2. Fotografía tomada desde las coordenadas 60.986776N, 46.666916W. 

Datos Cualitativos 

Se puede comprobar que, pese a que la imagen inferior comprende un ámbito menor que la otra, 

la figura que se ve es la misma, puesto que están enfocando al mismo lugar y han sido tomadas a la 

vez. Esto es una primera comprobación de que los datos parecen fiables. 
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Proceso de Datos 

Lo primero que hace falta hacer es situar estas imágenes en la cúpula celeste. Hace falta saber cuáles 

son las coordenadas celestes del centro de cada imagen. Para ello se ha utilizado un servicio online 

(Astrometry.net), que lo ha determinado. Lo que se hace es buscar patrones de constelaciones y 

una vez se halla la relación entre ellas dentro de la imagen, se aproxima cuál es la situación de la 

escena capturada en el cielo observable. 

El punto de dificultad a la hora de determinar la situación de un punto es que la aurora boreal se 

muestra como una masa luminosa de gran extensión. Viendo esto, se ha pensado que lo más 

adecuado era localizar la zona más brillante por medio del control con el histograma de cada 

fotografía y así identificar un mismo punto en ambas imágenes. Para ello, se utiliza el procesador de 

imágenes Astrometrica: 

1. Lo primero es pasar la imagen de color a monocromo (blanco y negro).

2. Posteriormente, se debe reducir el espectro del histograma de la imagen.

3. Se continúa con ello hasta que, finalmente, se consigue que quede sólo un píxel iluminado.

De ésta manera, localizamos una misma zona en las dos imágenes y, disponiendo de las

coordenadas del centro de las imágenes y de herramientas de astrometría (reconocimiento

de astros), se pueden determinar las coordenadas del punto más brillante en ambos casos.

En la Tabla 1 se adjuntan los datos referentes a ambos puntos: 

Ascensión Recta Declinación 

Primera imagen 
168.556208 39.668333 

Segunda Imagen 
168.612934 39.578152 

Tabla 1. Astrometría de las dos imágenes 

Una vez se tienen la ascensión recta y la declinación del mismo punto en las dos imágenes distintas, 

hay que proceder a calcular la que inicialmente se había determinado como primera variable 

independiente, que es el ángulo formado entre la superfície en la que se encuentra cada observador 

y el punto observado, pues, con ellos, se puede averiguar la altura de la aurora boreal por medio del 

paralaje. Para ello, a continuación, se introducen diversos esquemas hechos por mí mismo, para 

trabajar en la trigonometría esférica de manera más visual. 
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En la Figura 3 se introduce un diagrama realizado personalmente de la estructura terrestre y sus 

divisiones: 

Figura 3. Diagrama de la Tierra 

Seguidamente, en la Figura 4, se sitúan todos los datos que se conocen en el diagrama introducido: 

Figura 4. Diagrama de los datos referentes a la posición de la Aurora y el observador 
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Tras situar estos datos en el diagrama, vemos que conocemos suficientes datos proceder a buscar 

el método del cálculo de la altura de la aurora boreal, pues sólo queda realizar el paso del paralaje. 

Para ello, se puede ver que buscando los ángulos complementarios de la latitud y la declinación, 

obtenemos un triángulo esférico del cual conocemos propiedades suficientes para determinar todas 

sus magnitudes. El ángulo definido como AH representa el Ángulo Horario, definido como la 

diferencia entre el tiempo local sidéreo4 y la latitud. A continuación, en la Figura 5, se muestra la 

triangulación descrita: 

Figura 5. Diagrama terrestre completado 

A partir de este momento sólo se trabajará con la sección esférica delimitada por el centro de ésta, 

el cénit (punto más alto de la cúpula celeste), el Polo Norte y la posición de la Aurora. Por este 

motivo, se pueden realizar los cambios de variable siguientes: 

𝐶𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑇𝑖𝑒𝑟𝑟𝑎 = 𝑂 

𝐶é𝑛𝑖𝑡 = 𝐶 

𝑃𝑜𝑙𝑜 𝑁𝑜𝑟𝑡𝑒 = 𝑃 

𝐴𝑢𝑟𝑜𝑟𝑎 = 𝐴 

4 Ángulo de posición absoluta de los cuerpos celestes, explicado posteriormente. 

90 − ĥ = 𝑎 

90 − 𝜆 = 𝑏 

90 − 𝛿 = 𝑐 

𝐴𝐻 = 𝑑
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Así pues, si abatimos la sección descrita, obtenemos el triángulo representado en la Figura 6. 

Figura 6. Abatimiento del triángulo esférico con el que se trabajará 

Llegados a este punto, se puede, mediante la trigonometría plana, podemos saber las siguientes 

igualdades, a partir de la Figura 6: 

cos(𝑏) =
𝑂𝑃

𝑂𝑉

sin(𝑏) =
𝑃𝑉

𝑂𝑉
 

cos(𝑐) =
𝑂𝑃

𝑂𝑊

sin(𝑐) =
𝑃𝑊

𝑂𝑊

𝑃𝑉 =
sin(𝑏)

cos(𝑏)
∗ 𝑃𝑉 

A partir de aquí, se puede aplicar la regla del coseno para el triángulo OVW y para el PVW, de manera 

que se obtengan dos expresiones igualmente válidas para VW: 

𝑉𝑊2 = 𝑂𝑉2 + 𝑂𝑊2 − 2 ∗ 𝑂𝑉 ∗ 𝑂𝑊 ∗ cos (𝑎) 

𝑉𝑊2 = 𝑃𝑉2 + 𝑃𝑊2 − 2 ∗ 𝑃𝑉 ∗ 𝑃𝑊 ∗ cos (𝑑) 

𝑂𝑉2 + 𝑂𝑊2 − 2 ∗ 𝑂𝑉 ∗ 𝑂𝑊 ∗ cos(𝑎) = 𝑃𝑉2 + 𝑃𝑊2 − 2 ∗ 𝑃𝑉 ∗ 𝑃𝑊 ∗ cos (𝑑) 

De esta manera, podemos sustituirlo todo por las expresiones iniciales y operar para simplificar: 

(
𝑂𝑃

cos (𝑏)
)

2

+ (
𝑂𝑃

cos (𝑐)
)

2

− 2 (
𝑂𝑃

cos(𝑏)
) (

𝑂𝑃

cos(𝑐)
) cos(𝑎) = (𝑂𝑃 ∗

sin (𝑏)

𝑐𝑜𝑠(𝑏)
)

2

+ (𝑂𝑃 ∗
sin (𝑐)

𝑐𝑜𝑠(𝑐)
)

2

− 2 (
𝑂𝑃2 sin(𝑏) sin (𝑐)

cos(𝑏) cos (𝑐)
) cos(𝑑) 

Tras realizar algunas operaciones con la expresión anterior5, se obtiene: 

cos(𝑎) = cos(𝑏) cos(𝑐) + sin(𝑏) sin(𝑐) cos(𝑑) 

5 En el Anexo, se desarrollan los pasos intermedios llevados a cabo para alcanzar la expresión final. 
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Como se sabe que cos (90 − 𝑥) = sin (𝑥) e inicialmente se ha definido: 

90 − ĥ = 𝑎 

90 − 𝜆 = 𝑏 

90 − 𝛿 = 𝑐 

𝐴𝐻 = 𝑑 

Podemos simplificar la expresión obtenida, según la identidad: 

cos(90 − 𝛼) = sin (𝛼) 

sin(ĥ) = sin(𝜆) sin(𝛿) + cos(𝜆) cos (𝛿)cos(𝐴𝐻) 

Así pues, después de utilizar expresiones e identidades trigonométricas básicas, se ha alcanzado una 

expresión que relaciona la altura que se desea calcular con los datos que conocemos: 

Figura 7. Representación del paralaje de la aurora boreal6 

Llegado este punto, hará falta aplicar un último paso, para 𝛽1 y 𝛽2: 

sin(𝛽𝑖) =
ℎ

ℎ𝑖

ℎ𝑖 =
ℎ

sin (𝛽𝑖)

Utilizando el teorema del coseno para el triángulo 𝑂1𝑂2𝑀, se obtiene: 

𝑑2 = ℎ1
2 + ℎ2

2 − 2ℎ1ℎ2 cos(𝛼) 

Sustituyendo y aislando la ℎ: 

𝑑2 = (
ℎ

sin (𝛽1)
)

2

+ (
ℎ

sin (𝛽2)
)

2

− 2 (
ℎ

sin (𝛽1)
) (

ℎ

sin (𝛽2)
) cos (𝛼)

ℎ =
𝑑

√
1

𝑠𝑖𝑛2(𝛽1)
+

1
𝑠𝑖𝑛2(𝛽2)

−
2cos (𝛼)

sin(𝛽1) sin (𝛽2)

6 Imagen obtenida de: http://astroaula.net/wp-content/uploads/2014/06/fig2.png 
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De esta manera, se puede conocer la altura a la cual se ha formado el punto analizado de la aurora 

boreal observada. Solamente hay un concepto que ha intervenido en la explicación sin ser 

desarrollado de manera extensa: el Ángulo Horario. Se trata del ángulo que le queda por recorrer a 

un astro concreto hasta que pase por el meridiano principal (de Greenwich). En este caso, como 

concepto no tiene sentido, pues la aurora no es un cuerpo celeste que orbite siguiendo una 

trayectoria pero, como se ha visto, cobra utilidad para definir factores determinantes. 

𝐴𝐻 = 𝑇𝐿𝑆 − 𝜆 

El ángulo horario, pues, es la diferencia entre el Tiempo Local Sidéreo (LST) y la latitud del 

observador (𝜆). Y el Tiempo Local Sidéreo es un ángulo mediante el cuál se puede determinar la 

posición de cualquier cuerpo celeste, basándose en el tiempo que hace que ha pasado por el punto 

vernal (el origen de las coordenadas celestes), sin tener en cuenta la duración del día terrestre ni 

otras medidas aproximadas. Así pues, se define de esta manera: 

𝑇𝐿𝑆 =  100.46 +  0.985647 ∗  𝑑 +  𝑙𝑜𝑛𝑔𝑖𝑡𝑢𝑑(𝜑) +  15 ∗ 𝑈𝑇 

donde d es la fecha en el calendario Juliano, long es la longitud del observador y UT es el tiempo 

local internacional. Así pues, se obtienen los datos necesarios de cada uno de los dos casos, 

introducidos en la Tabla 2: 

Latitud Longitud Declinación(𝛿) TLS AH d UT 

Primera 

Imagen 
60.992676 -46.680422 39.668333 77.896º 16.903º 

-5720,49 353.5º 
Segunda 

Imagen 
60.986776 -46.666916 39.578152 77.909º 16.923º 

Tabla 2. Datos obtenidos de las dos imágenes 

Teniendo todos los datos explicados anteriormente, se puede proceder a calcular el ángulo deseado, 

mediante la fórmula: 

𝑠𝑖𝑛(𝛽)  =  𝑠𝑖𝑛(𝛿) ∗ 𝑠𝑖𝑛(𝜆) + 𝑐𝑜𝑠(𝛿) ∗ 𝑐𝑜𝑠(𝜆) ∗ 𝑐𝑜𝑠(𝐴𝐻) 

Sustituyendo, para cada uno de los casos: 

𝛽1 = 66.264 

𝛽2 = 66,180º 

Para calcular la separación angular (el ángulo de diferencia entre las coordenadas celestes de un 

punto y otro) (𝛼), se puede utilizar el triángulo esférico generado: 

cos(𝛼) = sin(𝛿1) sin(𝛿2) + cos(𝛿1) cos(𝛿2) cos(𝐴𝐻2 − 𝐴𝐻1) 
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De forma que: 

cos(𝛼) = sin(39.668) sin(39.578) + cos(39.668) cos(39.578) cos(16.923 − 16.903) 

𝛼 = 0.0917º 

Por lo tanto, sólo queda sustituir, en la fórmula determinada anteriormente, los valores necesarios 

correspondientes y hallar la altura de la aurora boreal en cuestión: 

ℎ =
0.983

√
1

𝑠𝑖𝑛2(66.264)
+

1
𝑠𝑖𝑛2(66,180)

−
2cos (0.0917)

sin(66.264) sin (66.180)

= 521.2𝑘𝑚 

El principal inconveniente de este proyecto ha sido la ausencia de error de incertidumbre en los 

datos obtenidos para ser procesados. Por lo tanto, no se ha podido hacer propagación de error 

alguna. Aun así, se ha realizado la propagación, por medio de derivadas parciales, dejando el 

resultado en función del parámetro de incertidumbre inicial7 de cada dato, incluída en el anexo. 

Conclusiones y Evaluación 

Tras haber completado el experimento, se debe proceder al análisis de los resultados obtenidos, así 

como de las dificultades halladas a lo largo del experimento. Para empezar, es necesario tener en 

cuenta el procedimiento seguido para tomar las fotografías de las cuales se han obtenido datos. 

Inicialmente, fue difícil coordinar ambos disparadores para que tomaran fotografías con un mismo 

intervalo de tiempo y que ambas cámaras enfocaran al mismo campo. La comunicación se establecía 

mediante Walkie-talkies, sensible a interferencias, por la ausencia de antenas de telefonía móvil. 

Una vez establecida dicha conexión, fue el momento de determinar el sitio hacia el cual se debían 

disparar las imágenes. Para ello, era necesario un conocimiento de las constelaciones celestes, 

debido a la ausencia de un motor de enfoque programado. A ésto se le sumó la variabilidad de 

presencia de auroras boreales en uno y otro campo del cielo nocturno. 

Finalizada la toma de fotografías, se pasó al procesamiento de las mismas para facilitar la posterior 

obtención de resultados. La principal dificultad que se ha encarado en este proyecto ha sido la de 

determinar qué punto debía ser analizado.  

7 En la segunda sección del Anexo, se desarrolla la propagación de error realizada, hasta llegar a la expresión 
final. 
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Tal y como se ha dicho anteriormente, se escogió tratar el punto más brillante de la aurora, por tal 

de hacer lo más fiable posible la identificación de su posición. Con paciencia y repeticiones (para 

confirmar dicha posición) se puede hallar el último píxel en el cual desaparece la luz en disminuir el 

espectro del histograma. 

Pero, en el momento de determinar las coordenadas de este punto, se da una incertidumbre, 

calificada como error humano (pues no existe medida alguna del margen de error). Este error sería 

sumado al error sistemático surgido en la determinación de las coordenadas del centro de la imagen 

tomada y la ubicación desde la que se tomó la imagen, si fuese dado. 

En cuanto al proceso de obtención de resultados, cabe destacar que la principal dificultad ha sido la 

necesidad de determinar qué proceso realizar tras acabar el anterior. La ausencia de claridad en 

cuanto a los datos necesarios y los conocidos ha supuesto un reto en la realización del 

procesamiento de datos del experimento. 

Finalizado éste, se ha obtenido un resultado que debe ser analizado. Se ha determinado que la altura 

de la aurora era de 520.2 km. Para poder juzgar la validez de esta cifra, es necesario conocer la 

naturaleza de las auroras boreales, explicada en el Marco Teórico. Los estudios acerca de la zona en 

la que se originan han mosttrado que el llamado “viento solar” (partículas, electrones,  provenientes 

del Sol) entra en contacto con la magnetosfera en una franja alrededor de entre 400km y 600km. 

Las auroras de color verde, por el hecho de ser formadas a partir de la ionización de las moléculas 

de oxígeno, se generan a estas alturas, alrededor de 400-500km, las más altas a 600 km. 

Por todo lo descrito anteriormente, cabe pensar que el resultado obtenido es, en esencia, válido. 

Ante la imposibilidad de determinar el valor real de una manera alternativa, no se puede establecer 

una comparación entre el valor teórico y el real. Como se ha explicado, solamente hay dos fuentes 

de error seguras: la determinación informática de las coordenadas del centro de la imagen y el error 

humano surgido en dos instantes del proceso de datos: en primer lugar, la detección manual del 

punto más brillante y, en segundo lugar, la ubicación del lugar en el que se produjo la toma de las 

imágenes, asimismo mediante el ordenador. Para acabar, cabe decir que se ha respondido 

afirmativamente a la pregunta de investigación. Se ha conseguido diseñar un método de cálculo de 

la altura de la aurora, mediante herramientas trigonométricas básicas, por lo que se puede concluir 

que el proyecto ha sido finalizado con éxito. 
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Anexos 

Pasos intermedios trigonométricos 

En esta sección se desarrollan los pasos intermedios de las operaciones trigonométricas realizadas 

para definir el cálculo de paralaje deseado. Partiendo de: 

(
𝑂𝑃

cos (𝑏)
)

2

+ (
𝑂𝑃

cos (𝑐)
)

2

− 2 (
𝑂𝑃

cos(𝑏)
) (

𝑂𝑃

cos(𝑐)
) cos(𝑎) = (𝑂𝑃 ∗

sin (𝑏)

𝑐𝑜𝑠(𝑏)
)

2

+ (𝑂𝑃 ∗
sin (𝑐)

𝑐𝑜𝑠(𝑐)
)

2

− 2 (
𝑂𝑃2 sin(𝑏) sin (𝑐)

cos(𝑏) cos (𝑐)
) cos(𝑑) 

Si extraemos factor común y simplificamos la expresión, obtenemos lo siguiente: 

𝑂𝑃2 [(
1

𝑐𝑜𝑠2(𝑏)
) + (

1

𝑐𝑜𝑠2(𝑐)
) − 2 (

cos (𝑎)

𝑐𝑜𝑠(𝑏)cos (𝑐)
)] = 𝑂𝑃2(𝑠𝑖𝑛2(𝑏) + 𝑠𝑖𝑛2(𝑐) − 2 sin(𝑏) sin(𝑐) cos (𝑑)) 

𝑐𝑜𝑠2(𝑐) + 𝑐𝑜𝑠2(𝑏) − 2cos (𝑎)cos (𝑏)cos (𝑐)

𝑐𝑜𝑠2(𝑏)𝑐𝑜𝑠2(𝑐)
=

𝑠𝑖𝑛2(𝑏)𝑐𝑜𝑠2(𝑐) + 𝑠𝑖𝑛2(𝑐)𝑐𝑜𝑠2(𝑏) − 2 sin(𝑏) sin (𝑐)cos (𝑑)cos(𝑏)cos (𝑐)

𝑐𝑜𝑠2(𝑏)𝑐𝑜𝑠2(𝑐)
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Es conveniente aislar favorablemente para sacar factor común de nuevo y hallar una expresión final 

determinante, según la identidad trigonométrica pitagórica 

𝑠𝑖𝑛2(𝑥) + 𝑐𝑜𝑠2(𝑥) = 1 

𝑐𝑜𝑠2(𝑐)(1 − 𝑠𝑖𝑛2(𝑏)) + 𝑐𝑜𝑠2(𝑏)(1 − 𝑠𝑖𝑛2(𝑐)) = 2 cos(𝑎) cos(𝑏) cos(𝑐) − 2 sin(𝑏) sin (𝑐)cos (𝑑)cos(𝑏)cos (𝑐) 

𝑐𝑜𝑠2(𝑐)𝑐𝑜𝑠2(𝑏) + 𝑐𝑜𝑠2(𝑏)𝑐𝑜𝑠2(𝑐) = 2 cos(𝑎) cos(𝑏) cos(𝑐) − 2 sin(𝑏) sin(𝑐)cos(𝑑)cos(𝑏)cos (𝑐) 

2 cos(𝑏) cos(𝑐) = 2 cos(𝑎) − 2 sin(𝑏) sin(c) cos(𝑑) 

Propagación de un hipotético error 

En esta sección se desarrolla la propagación de error que se ha realizado. Para el cálculo de la altura, 

se ha partido de los siguientes datos: 

- Latitud (𝜆) 

- Longitud (𝜑) 

- Declinación de la aurora (𝛿) 

- Hora universal de captura de la imagen (𝑈𝑇) 

Cada uno de estos datos, determinado mediante software informático, debería haber tenido un 

error de incertidumbre. Pero pese a no haber sido así, se ha realizado la propagación de error, 

expresándola en función de los parámetros de incertidumbre iniciales. Los cálculos que se han hecho 

han sido: 

- Cada Tiempo Local Sidéreo (𝑇𝐿𝑆) 

- Cada Ángulo Horario (𝐴𝐻) 

- Cada Ángulo entre la superfície del observador y la aurora (𝛽𝑖) 

- Cálculo de la separación angular (𝛼) 

- Altura de la aurora (ℎ) 

1. Tiempo Local Sidéreo (𝑇𝐿𝑆):

𝑇𝐿𝑆𝑖  =  100.46 +  0.985647 ∗  𝑑 + 𝜑𝑖  +  15 ∗ 𝑈𝑇 

𝛿𝑇𝐿𝑆𝑖 = |
𝜕𝑇𝐿𝑆𝑖

𝜕𝑑
| 𝛿𝑑 + |

𝜕𝑇𝐿𝑆𝑖

𝜕𝜑𝑖
| 𝛿𝜑𝑖 + |

𝜕𝑇𝐿𝑆𝑖

𝜕𝑈𝑇
| 𝛿𝑈𝑇 

𝛿𝑇𝐿𝑆𝑖 = 0.985647𝛿𝑑 + 𝛿𝜑𝑖 + 15𝛿𝑈𝑇 

1. Ángulo Horario (𝐴𝐻):

𝐴𝐻𝑖 = 𝑇𝐿𝑆𝑖 − 𝜆𝑖 

𝛿𝐴𝐻𝑖 = |
𝜕𝐴𝐻𝑖

𝛿𝑇𝐿𝑆𝑖
| 𝛿𝑇𝐿𝑆𝑖 + |

𝜕𝑇𝐿𝑆𝑖

𝜕𝜆𝑖
| 𝛿𝜆𝑖 
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𝛿𝐴𝐻𝑖 = 𝛿𝑇𝐿𝑆𝑖 + 𝛿𝜆𝑖 = 0.985647𝛿𝑑 + 𝛿𝜑𝑖 + 15𝛿𝑈𝑇 + 𝛿𝜆𝑖 

2. Ángulo entre la superfície de cada observador y la aurora (𝛽𝑖): 

𝛽𝑖 = arcsin [sin(𝜆𝑖) sin(𝛿𝑖) + cos(𝜆𝑖) cos (𝛿𝑖)cos(𝐴𝐻𝑖)] 

𝛿𝛽𝑖 = |
𝜕𝛽𝑖

𝜕𝜆𝑖
| 𝛿𝜆𝑖 + |

𝜕𝛽𝑖

𝜕𝛿𝑖
| 𝛿(𝛿𝑖) + |

𝜕𝛽𝑖

𝜕𝐴𝐻𝑖
| 𝛿𝐴𝐻𝑖 

𝜕𝛽𝑖

𝜕𝜆𝑖
=

sin(𝛿𝑖) cos(𝜆𝑖) − sin(𝜆𝑖) cos(𝛿𝑖) cos (𝐴𝐻𝑖)

√1 − [sin(𝜆𝑖) sin(𝛿𝑖) + cos(𝜆𝑖) cos (𝛿𝑖)cos(𝐴𝐻𝑖)]2
 

𝜕𝛽𝑖

𝜕𝛿𝑖
=

sin(𝜆𝑖) cos(𝛿𝑖) − sin(𝛿𝑖) cos(𝜆𝑖) cos (𝐴𝐻𝑖)

√1 − [sin(𝜆𝑖) sin(𝛿𝑖) + cos(𝜆𝑖) cos (𝛿𝑖)cos(𝐴𝐻𝑖)]2
 

𝜕𝛽𝑖

𝜕𝐴𝐻𝑖
=

cos(𝜆𝑖) cos (𝛿𝑖)sin(𝐴𝐻𝑖)

√1 − [sin(𝜆𝑖) sin(𝛿𝑖) + cos(𝜆𝑖) cos (𝛿𝑖)cos(𝐴𝐻𝑖)]2
 

 

3. Cálculo de la separación angular (𝛼): 

α = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠[sin(𝛿1) sin(𝛿2) + cos(𝛿1) cos(𝛿2) cos(𝐴𝐻2 − 𝐴𝐻1)] 

𝛿𝛼 = |
𝜕𝛼

𝜕𝛿1
| 𝛿(𝛿1) + |

𝜕𝛼

𝜕𝛿2
| 𝛿(𝛿2) + |

𝜕𝛼

𝜕𝐴𝐻1
| 𝛿𝐴𝐻1 + |

𝜕𝛼

𝜕𝐴𝐻2
| 𝛿𝐴𝐻2 

𝜕𝛼

𝜕𝛿1
=

cos(𝐴𝐻2 − 𝐴𝐻1) sin(𝛿1)cos(𝛿2) − sin(𝛿2)cos(𝛿1)

√1 − [sin(𝛿1) sin(𝛿2) + cos(𝐴𝐻2 − 𝐴𝐻1) cos (𝛿1)cos(𝛿2)]2
 

𝜕𝛼

𝜕𝛿2
=

cos(𝐴𝐻2 − 𝐴𝐻1) sin(𝛿2)cos(𝛿1) − sin(𝛿1)cos(𝛿2)

√1 − [sin(𝛿1) sin(𝛿2) + cos(𝐴𝐻2 − 𝐴𝐻1) cos (𝛿1)cos(𝛿2)]2
 

𝜕𝛼

𝜕𝐴𝐻1
=

𝜕𝛼

𝜕𝐴𝐻2
=

sin(𝐴𝐻2 − 𝐴𝐻1) cos(𝛿1)cos(𝛿2)

√1 − [sin(𝛿1) sin(𝛿2) + cos(𝐴𝐻2 − 𝐴𝐻1) cos (𝛿1)cos(𝛿2)]2
 

 

4. Altura de la Aurora (ℎ): 

ℎ =
𝑑

√
1

𝑠𝑖𝑛2(𝛽1)
+

1
𝑠𝑖𝑛2(𝛽2)

−
2cos (𝛼)

sin(𝛽1) sin (𝛽2)

 

𝛿ℎ = |
𝜕ℎ

𝜕𝛽1
| 𝛿𝛽1 + |

𝜕ℎ

𝜕𝛽2
| 𝛿𝛽2 + |

𝜕ℎ

𝜕𝛼
| 𝛿𝛼 + |

𝜕ℎ

𝜕𝑑
| 𝛿𝑑 
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𝜕ℎ

𝜕𝛽1
= 𝑑

[sin(𝛽2) − sin (𝛽1)cos (𝛼)]cos (𝛽1)

𝑠𝑖𝑛3(𝛽1)sin (𝛽2) (
1

𝑠𝑖𝑛2(𝛽1)
+

1
𝑠𝑖𝑛2(𝛽2)

−
2cos (𝛼)

sin(𝛽1) sin (𝛽2)
)

3
2⁄
 

𝜕ℎ

𝜕𝛽2
= 𝑑

[sin(𝛽1) − sin (𝛽2)cos (𝛼)]cos (𝛽2)

𝑠𝑖𝑛3(𝛽2)sin (𝛽1) (
1

𝑠𝑖𝑛2(𝛽1)
+

1
𝑠𝑖𝑛2(𝛽2)

−
2cos (𝛼)

sin(𝛽1) sin (𝛽2)
)

3
2⁄
 

𝜕ℎ

𝜕𝛼
= 𝑑

sin (α)

sin (𝛽1)sin (𝛽2) (
1

𝑠𝑖𝑛2(𝛽1)
+

1
𝑠𝑖𝑛2(𝛽2)

−
2cos (𝛼)

sin(𝛽1) sin (𝛽2)
)

3
2⁄

 

𝜕ℎ

𝜕𝑑
=

1

√
1

𝑠𝑖𝑛2(𝛽1)
+

1
𝑠𝑖𝑛2(𝛽2)

−
2cos (𝛼)

sin(𝛽1) sin (𝛽2)

 

 

𝛿ℎ = |
𝜕ℎ

𝜕𝛽1
| 𝛿𝛽1 + |

𝜕ℎ

𝜕𝛽2
| 𝛿𝛽2 + |

𝜕ℎ

𝜕𝛼
| 𝛿𝛼 + |

𝜕ℎ

𝜕𝑑
| 𝛿𝑑 

Donde: 

𝛿𝛽1 = |
𝜕𝛽1

𝜕𝜆1
| 𝛿𝜆1 + |

𝜕𝛽1

𝜕𝛿1
| 𝛿(𝛿1) + |

𝜕𝛽1

𝜕𝐴𝐻1
| 𝛿𝐴𝐻1 

𝛿𝛽2 = |
𝜕𝛽2

𝜕𝜆2
| 𝛿𝜆2 + |

𝜕𝛽2

𝜕𝛿2
| 𝛿(𝛿2) + |

𝜕𝛽2

𝜕𝐴𝐻2
| 𝛿𝐴𝐻2 

𝛿𝛼 = |
𝜕𝛼

𝜕𝛿1
| 𝛿(𝛿1) + |

𝜕𝛼

𝜕𝛿2
| 𝛿(𝛿2) + |

𝜕𝛼

𝜕𝐴𝐻1
| 𝛿𝐴𝐻1 + |

𝜕𝛼

𝜕𝐴𝐻2
| 𝛿𝐴𝐻2 

Donde: 

𝛿𝐴𝐻1 = 𝛿𝑇𝐿𝑆1 + 𝛿𝜆1 = 0.985647𝛿𝑑 + 𝛿𝜑1 + 15𝛿𝑈𝑇 + 𝛿𝜆1 

𝛿𝐴𝐻2 = 𝛿𝑇𝐿𝑆2 + 𝛿𝜆2 = 0.985647𝛿𝑑 + 𝛿𝜑2 + 15𝛿𝑈𝑇 + 𝛿𝜆2 

Mediante este conjunto de expresiones, se ha conseguido expresar el error de incertidumbre del 

cálculo de la altura de la aurora, únicamente en función del error de los parámetros iniciales. 
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